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Rozdzia  I. Ruch po okr gu i grawitacja 

1.1. Od Miko aja Kopernika 

Dzie o Miko aja Kopernika „O ruchach cia  niebieskich”
1
 rozpoczyna si  od rozwa a  

pozornie nie na temat – o kszta cie Ziemi. O tym, e Ziemia jest kul , wiadomo by o od 

czasów staro ytnych. Erastotenes w I w p.n.e. zmierzy  nawet jej promie  z zadziwiaj co 

dobr  dok adno ci . Kopernik postawi  jednak trudne pytanie: jak to si  dzieje, e woda z kuli 

ziemskiej nie sp ywa. Odpowiada sam Kopernik, e woda zape nia zag bienia terenu.  

Ocean […], który oblewa l d sta y, wlewa si  tu i ówdzie w jego g b w postaci mórz i wype nia jego 
bardziej zapad e wg bienia. Wypada o tedy, aby mniej by o wód ni  l du, by woda nie poch on a 
ca ej ziemi, skoro oba te elementy na skutek swej ci ko ci d  do tego samego rodka, lecz eby 
pewne cz ci l du pozosta y na wierzchu dla utrzymania bytu istot l dowych, a tak e liczne tu i 
ówdzie rozci gaj ce si  wyspy. Bo i sam kontynent wszystkich ziem czym e jest innym, je li nie 
wysp , wi ksz  tylko od innych?  

Kopernik wyra nie mówi o ci ko ci cia . Dzi  wiemy, e nie tylko woda ci y w 

kierunku rodka Ziemia, ale e wszystkie cia a posiadaj ce mas  przyci gaj  si  si ami 

grawitacji. Oddzia ywanie to ma zgodnie z III prawem Newtona charakter wzajemny: z tak  

sam  si  Ziemia przyci ga Kub  jak Kuba Ziemi . Gdy Kuba podskoczy nad ziemi , to Kuba 

spada na kul  ziemsk , ale i Ziemia przyspiesza w kierunku Kuby. Przyspieszenie, z jakim 

spada Kuba, jest jednak znacznie wi ksze ni  przyspieszenie Ziemi w kierunku Kuby. 

Decyduje o tym II prawo Newtona – przyspieszenie cia a jest wprost proporcjonalne do 

dzia aj cej si y a odwrotnie do jego masy 

a = F/m, 

gdzie a jest przyspieszeniem cia a, m jego mas  a F dzia aj c  si .  

Si a grawitacji jest taka sama dla dwóch cia  ale masa Ziemi znacznie, znacznie wi ksza 

ni  Kuby. Masa Ziemi wynosi 59·10
23 

kg. Je eli masa Kuby wynosi 59 kg, to przyspieszenie 

kuli ziemskiej w kierunku Kuby jest  10
-23

 razy mniejsze ni  Kuby w kierunku Ziemi. Z jakim 

przyspieszeniem spada Kuba, policzymy w nast pnym paragrafie.  

     

Fot. 1.1. a) Kuba (59 kg) podskoczy  nad Ziemi  i spada na ni . Kuba spada na Ziemi  z 

przyspieszeniem, które oznaczamy jako g; kula ziemska przyspiesza w kierunku Kuby z 

przyspieszeniem 10-23g. b) Anegdota mówi, e Newton zrozumia  prawo grawitacji, gdy zauwa y , e 

jab ko spada na ziemi  tak samo, jak Ksi yc dooko a Ziemi (ustawicznie) zakrzywia tor swojego 

ruchu, w kierunku Ziemi (Rysunek Kuba Garbacz lat 10) 

1 Wydrukowane dzie o Miko aja Kopernika nosi tytu  „De revolutionibus orbium celestis” co t umaczymy jako 

„O obrotach sfer niebieskich”. Nie jest jednak wykluczone, e mog o mie  ono pierwotnie inny tytu . Praca jego 

ucznia Jana Retyka zapowiadaj ca dzie o Kopernika ma tytu  „De revelationibus ... moto” czyli o rewelacjach 

ruchu cia  niebieskich. Z pewno ci  wydawca dzie a opatrzy  dzie o Kopernika nieuzgodnion  z nim 

przedmow , pomniejszaj c  znaczenie rewolucji kopernika skiej.  

a) b) 

g
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23
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g

1/4000 g
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1.2. Si a grawitacji   

Wzór na si  wzajemnego przyci gania grawitacyjnego mi dzy dwoma cia ami o 

okre lonych masach poda  Izaak Newton dopiero prawie 200 lat po Koperniku. Wzór ten 

nale y do jednych z najprostszych w fizyce i jest niejako pierwowzorem dwóch innych 

oddzia ywa  – elektrycznych i magnetycznych. Si a oddzia ywania grawitacyjnego jest tym 

wi ksza, im wi ksza jest masa oddzia ywuj cych cia , a maleje z kwadratem ich wzajemnej 

odleg o ci. Opisujemy to wzorem  

2r

Mm
GF                                               (1.1) 

gdzie F jest si  wzajemnego przyci gania cia  o masach M i m a r jest ich wzajemn  

odleg o ci .  

Sta a G nazywana jest sta  grawitacji i ma podstawowe znaczenie dla budowy naszego 

Wszech wiata. To ona decyduje o szybko ci obrotów planet dooko a S o ca, gwiazd dooko a 

rodka Galaktyki a tak e rozmiarach ca ego Wszech wiata. Je eli si  wyrazimy w niutonach 

(N) a odleg o  w metrach, to warto  tej sta ej wynosi G = 6,67· 10
-11

 Nm
2
/kg

2
. 

Formalnie wzór (1.1) dotyczy mas, które przybli amy jako masy punktowe. Jest to bez 

w tpienia zrozumia e np. dla Ziemi i S o ca: odleg o  Ziemi od S o ca (ok. 150 mln km) jest 

znacznie wi ksza ni  promie  s onecznej kuli (0,7 mln km). Ale w przypadku Kuby i Ziemi?  

Pokaza  to ju  Newton, e kula oddzia uje grawitacyjne tak, jakby ca a masa by a 

skupiona w jej geometrycznym rodku. Pisa  on tym, troch  intuicyjnie, nawet Kopernik: 

„Ziemia kr y dooko a rodka S o ca, albo punktu, który w pobli u tego rodka si  znajduje”. 

Znaj c mas  Ziemi i jej promie  (6370 km) mo emy obliczy , jaka si a grawitacji dzia a 

na Kub  stoj cego na powierzchni Ziemi. Przyjmujemy M = 59·10
23 

kg i m = 59 kg. 

NF 583)10006370/(5910591067,6 22311  

Obliczmy, ze wzoru (1.1) przyspieszenie g, jakie dzia a na Kub  lub jakiekolwiek inne 

cia o spadaj ce na Ziemi  w pobli u jej powierzchni. Przypominamy, e przyspieszenie jest 

wprost proporcjonalne do si y a odwrotnie proporcjonalne do masy cia a   

2
/

r

M
GmFg                                      (1.2) 

Podstawiaj c warto ci liczbowe otrzymujemy  

222311 /81,9)10006370/(10591067,6 smF  

Jest to dobrze znana warto  przyspieszenia w spadku swobodnym. Dzi ki teorii grawitacji 

Newtona potrafimy t  wielko  nie tylko zmierzy , ale i wyliczy
2
. 

Przyspieszenie g, z jakim spadaj  cia a na dowolnej planecie nie zale y od masy tych cia , 

ale jedynie od masy planety i jej promienia.  

2r

M
Gg                              (1.3) 

Sprawdzili to astronauci Apollo 15 spuszczaj c na Ksi ycu m otek i piórko: spad y razem 

(na Ksi ycu nie ma oporów powietrza), ale z przyspieszeniem mniejszym ni  na Ziemi
3
. 

2 A w a ciwie, to pomiar przyspieszenia grawitacyjnego jest sposobem na wyznaczenie masy Ziemi.  
3 Film ze statku Apollo pokazujemy na stornie internetowej ZDF UMK. 
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Przyk ad 1.1 

Oblicz przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni Marsa, przyjmuj c promie  tej planety 

jako 3400 km i jej mas  jako 6,42·10
23

 kg.  

Rozwi zanie 

Korzystamy z równania (1.2). Podstawiaj c warto ci liczbowe otrzymujemy   

222311 m/s69,3)10003400/(1042,61067,6F  

Cia a na Marsie „wa ” mniej ni  po ow  warto ci ich ci aru na Ziemi.  

Prawo grawitacji wyja nia nie tylko spadanie jab ka na Ziemi , ale przede wszystkim ruch 

planet dooko a S o ca, Ksi yca i sztucznych satelitów dooko a Ziemi itd. Ju  Kopernik 

wiedzia  (za staro ytnymi uczonymi), e planety okr aj  S o ce w ró nym czasie: im bli ej 

S o ca, tym szybciej. Najbli szy S o cu Merkury obiega S o ce w 80 dni, nast pna planeta, 

Wenus - w 9 miesi cy, Ziemia przez rok, Mars 2 lata, Jowisz – lat XII
4
 itd. Zale no  jest tak 

oczywista, e nie mo e by  przypadkowa. Aby, za Newtonem wyja ni  zale no ci opisane 

przez Kopernika, musimy najpierw zrozumie  prawa ruchu po okr gu.  

   

Rys. 1.2. a) Rysunek z 18-tej strony r kopisu dzie a Kopernika; genialny uczony zaraz na wst pie, 

przed zag bieniem si  w szczegó y, wyja nia istot  swojego odkrycia: planety kr  dooko a S o ca i 

im ich orbity s  bli sze S o cu, tym krótszy okres obiegu; b) kolejny rysunek z rekopisu Kopernika; 

do orbit kolistych Kopernik doda  epicykle, tak jakby wiedzia , e orbity nie s  dok adnie koliste 

Pytania kontrolne 

1. Oblicz przyspieszenie „ksi ycowe”, tj. przyspieszenie, z jakim spadaj  cia a na 

powierzchni Ksi yca. Przyjmij mas  Ksi yca M = 0,73·10
23

 kg i jego promie  r = 1736 km. 

Wynik podaj z dok adno ci  do trzech cyfr znacz cych. Ile razy to przyspieszenie jest 

mniejsze od przyspieszenia ziemskiego (g = 9,81 m/s
2
) ? Obejrzyj skoki astronautów na 

Ksi ycu (film NASA) na stronie internetowej UMK. 

2. Horoskopy powo uj  si  na konfiguracje planet w momencie urodzenia si . Oblicz, z jak  

si  grawitacji dzia a na dziecko (o masie m = 3,5 kg) Saturn, o masie M = 57·10
25

 kg i 

odleg y od Ziemi w chwili narodzenia dziecka o 1,5 mld km a z jak  lekarka, o masie 57 kg, 

odleg a od dziecka o 1,5 m.   

4 Dzisiejsze pomiary czasu obiegu planet dooko a S o ca nieco si  ró ni  od tych podanych przez Kopernika. 

Powrócimy do tego zagadnienia w rozdziale IV. 

a) b) 
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1.3. Ruch po okr gu – przyspieszenie do rodkowe 

Znamy dwa szczególne, modelowe przypadki ruchu – ruch jednostajny, jak na przyk ad 

tocz cej si  po poziomym stole kulki i ruch jednostajnie przyspieszony, na przyk ad kulki 

staczaj cej si  po równi pochy ej. Jeszcze innym, specjalnym rodzajem ruchu jest kamie  

kr c cy si   na sznurku ze sta  pr dko ci .  

Atrybutem ruchu jednostajnego prostoliniowego jest sta o  pr dko ci. Wiemy, e pr d-

ko  oprócz warto ci ma okre lony kierunek. W ruchu jednostajnym prostoliniowym i 

warto  i kierunek wektora pr dko ci pozostaj  sta e. W ruchu przyspieszonym pr dko  si  

zmienia. Zmiany pr dko ci w czasie nazywamy przyspieszeniem.  

Przyk ad 1.2 

Poci g podmiejski rusza ze stacji i w ci gu 100 sekund osi ga pr dko  10 m/s (czyli 36 

km/h). Jakie jest ( rednie) przyspieszenie poci gu w ci gu tych 10 sekund? 

Rozwi zanie 

Zgodnie z definicj , przyspieszenie a jest równe ilorazowi zmiany pr dko ci v do 

przedzia u czasu t , w jakim ta zmiana mia a miejsce. 

t
a

v
      (1.4) 

Podstawiaj c warto ci liczbowe uzyskujemy  

2m/s10
s10

m/s 100
a  

rednie przyspieszenie poci gu, czyli zmiana jego pr dko ci odniesiona do jednej 

sekundy wynosi 10 m/s w ci gu sekundy, w skrócie a = 10 (m/s)/s.    

Obydwa przyk ady ruchu, wy ej wspomniane, dotycz  ruchu prostoliniowego. Je eli ruch 

nie jest prostoliniowy, to sprawy si  nieco komplikuj . Wynika to z tego, e pr dko  (i 

przyspieszenie) s  wektorami, czyli w ich opisie musimy uwzgl dni  kierunek. I tak w ruchu 

jednostajnym prostoliniowym nie tylko warto  pr dko ci jest sta a ale i jej kierunek. W ruchu 

jednostajnie przyspieszonym prostoliniowym nie tylko warto  przyspieszenia jest sta a, ale i 

kierunek tego przyspieszenia. Ruch po okr gu jest inny. 

Szczególnym przypadkiem ruchu po okr gu jest taki ruch, w którym warto  pr dko ci 

pozostaje sta a. Przyk adem takiego ruchu jest karuzela; równie  w ruchu Ziemi dooko a 

S o ca warto  pr dko ci pozostaje prawie sta a
5
.   

    

Fot. 1.3. Kr c ca si   karuzela lub skrzyd a wiatraka przetwarzaj cego energi  kinetyczn  wiatru na 

energi  elektryczn  s  dobrymi przyk adami ruchu obrotowego ze sta  pr dko ci . 

5 Ruch Marsa dooko a S o ca nie jest ju  tak dobrym przyk adem ruchu jednostajnego po okr gu jak ruch Ziemi.     
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Sta a warto  pr dko ci nie oznacza jednak, e w ruchu po okr gu nie wyst puje 

przyspieszenie. Aby si  o tym przekona , musimy odwo a  si  do dok adniejszej definicji 

przyspieszenia ni  w równaniu (1.4). Definicja ta musi uwzgl dnia  fakt, e pr dko  jest 

wektorem. Formalnie, dok adn  definicj  przyspieszenia mo emy zapisa  jako  

t

v
a       (1.5) 

W powy szym równaniu pogrubiona czcionka v i a oznaczaj , e te dwie wielko ci s  

wektorami (czas t – nie jest wektorem).  

Formalny zapis jak w równaniu (1.5) nie daje prostej recepty na obliczenie 

przyspieszenia
6
. Spróbujmy zastanowi  si , ile wynosi przyspieszenie w ruchu jednostajnym

7
 

po okr gu. Skorzystamy w tym celu z rysunku 1.4. 

 

Rys. 1.4. a) Aby znale  przyspieszenie w ruchu jednostajnym po okr gu badamy, jak wygl da 

wektor pr dko ci v1 w okre lonej chwili a jak  wygl da ten sam wektor (teraz narysowany jako  v2) po 

up ywie czasu t; b) przyspieszenie znajdujemy z ró nicy wektorów (v2 – v1); w tym celu do wektora 

v2 dodajemy wektor (-v1); ró nica tych wektorów jest skierowana ku rodkowi okr gu: przyspieszenie 

cia a poruszaj cego si  jednostajnie po okr gu jest przyspieszeniem do rodkowym.    

Jak wida  z rys. 1.4 pr dko  cia a w ruchu po okr gu jest w ka dym punkcie prostopad a 

do promienia tego okr gu: w poszczególnym momentach czasu kierunek tej pr dko ci si  

zmienia. Je eli w pewnej chwili pr dko  ta wynosi v1 to po czasie t pr dko  b dzie mia a 

kierunek wektora v2. Przyrost pr dko ci v jest równy v = v2 + (-v1). Wektor  v jest 

skierowany do rodka okr gu, zob. rys. 1.4. Je eli obliczymy przyspieszenie a jako stosunek 

a = v/ t, to jest ono równie  skierowane ku rodkowi okr gu. Dochodzimy do bardzo 

wa nego wniosku. 

W ruchu jednostajnym po okr gu przyspieszenie cia a jest skierowane ku rodkowi 

okr gu. Przyspieszenie to nazywamy przyspieszeniem do rodkowym.   

Od czego zale y przyspieszenie do rodkowe? Na pewno od pr dko ci ruchu, ale nie tylko. 

Pos u ymy si  w tym celu kolejnym rysunkiem. Zbadamy, jak zmienia si  przyspieszenie 

do rodkowe, gdy zmienia si  pr dko  ruchu i gdy zmienia si  promie  okr gu, zob. rys. 1.5. 

6 Nie martw si , nawet studenci maj  z tym k opot! (Ró niczkowanie wektorów wymaga wzorów Poissona.) 
7 Ruch po okr gu, w którym warto  pr dko ci pozostaje sta a, b dziemy nazywa  ruchem „jednostajnym po 

okr gu”.  

v2
v2

v1

a

a) b) 

v1
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Podwojenie pr dko ci, zob. 1.5
8
 powoduje, e w tym samym czasie k t zataczany przez 

poruszaj ce si  cia o podwaja si . Jednocze nie d ugo  wektora pr dko ci podwaja si . 

Przyspieszenie ro nie wi c czterokrotnie.  

Ogólnie, przyspieszenie do rodkowe ro nie jak kwadrat pr dko ci. Pokonywanie zakr tów 

z wi ksz  pr dko ci  ni  na to pozwalaj  znaki drogowe jest zatem bardzo niebezpieczne. 

Przyk adowo, pokonanie zakr tu z pr dko ci  100 km/h zamiast zalecanej 70 km/h powoduje 

ponad dwukrotne zwi kszenie przyspieszenia do rodkowego (a przez to ryzyko 

„wypadni cia” samochodu z drogi, szczególnie na mokrej szosie).   

 

Rys. 1.5. Przyspieszenie do rodkowe zale y od pr dko ci i promienia okr gu R; a) podwojenie  

pr dko ci powoduje czterokrotny wzrost przyspieszenia - w tym samym czasie cia o zatacza dwu-

krotnie wi kszy k t; b) zmniejszenie promienia okr gu do ½R powoduje podwojenie przyspieszenia. 

Rysunek ma charakter przybli ony. 

Zmniejszenie o po ow  promienia okr gu, przy tej samej warto ci pr dko ci, powoduje 

podwojenie zatoczonego k ta w jednostce czasu. Przyspieszenie, zob. czerwony wektor na 

rys. 1.5b. ro nie wi c dwukrotnie. Im mniejszy promie  okr gu, tym wi ksze przyspieszenie 

do rodkowe poruszaj cego si  cia a. Z tego powodu kierowcy Formu y 1 „ cinaj ” zakr ty – 

pokonuj  je nie po okr gu o wyznaczonym, ma ym promieniu ale o promieniu tak du ym, jak 

na to pozwala szeroko  toru. Na zwyk ej szosie by oby to miertelnie niebezpieczne!   

Bardzo wa na zale no  na przyspieszenie do rodkowe a w ruchu jednostajnym po 

okr gu wyra a si  wi c wzorem  

R
a

2v
   ,                                    (1.6) 

gdzie v jest pr dko ci  (liniow ) ruchu po okr gu a R promieniem okr gu.  

Przyspieszenie do rodkowe nie zale y w szczególno ci od masy cia a. Podobnie jak to ze 

spadkiem swobodnym i tarciem, ryzyko wypadni cia z drogi samochodu osobowego i 

ci arowego jest takie samo, o ile pokonuj  one zakr t z t  sam  pr dko ci .  

 

8 Rysunek 1.5 jest z konieczno ci niedok adny. Dla obliczenia przyspieszenia powinni my rozwa a  ma e k ty a 

k ty przedstawione na rysunku takimi nie s . Si  rzeczy boki trójk tów pr dko ci „rozchodz  si ”.  

2a

v1

2v2

v2

2v1

4a

v1

R

½R

2

a) b) 

2v1
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Wyprowadzenie wzoru (1.6) - fakultatywne 

Dok adne wyprowadzenie wzoru (1.6) wymaga (prostych) rozwa a  geometrycznych i jest 

przedstawione na rysunku 1.6. Droga s  przebyta w jednostce czasu t wynosi s = v t i jest 

wycinkiem  okr gu. Dla ma ych t mo emy j  przybli y  za pomoc  odcinka linii prostej. 

 

Rys. 1.6. Przyspieszenie do rodkowe w ruchu jednostajnym po okr gu. a) Wyprowadzenie wzoru  

a = v2/R: trójk t utworzony przez dwa promienie R i odcinek drogi s (zielony) jest podobny do 

trójk ta pr dko ci (wektory niebieskie) – st d s/R = v/v; podstawiaj c s = v t  przekszta camy 

v/ t = v2/R = a; b) kierowca Formu y 1 „ cina” zakr t – w ten sposób promie  R, po którym si  

porusza, jest wi kszy ni  promie  zakr tu r i przy pokonywaniu zakr tu wyst puje mniejsze 

przyspieszenie do rodkowe (innymi s owy, mo na pokona  zakr t z wi ksz  pr dko ci ). 

Trójk t utworzony przez dwa promienie R i odcinek s (zaznaczony kolorem zielonym na rys. 

1.6) i trójk t utworzony przez wektory pr dko ci s  podobne, wi c stosunki d ugo ci odpowiednich 

boków s  takie same. Wynika st d zwi zek   

v

vv

R

t
                                (1.7) 

Przekszta caj c ten wzór otrzymujemy  

Rt

2vv
                                (1.8) 

czyli poszukiwany wzór na przyspieszenie 
R

a
2v

. Nie zapisujemy w tym wzorze 

przyspieszenia jako wektora, mimo e nim jest, gdy  pami tamy, e wektor a jest prostopad y 

w ka dym momencie do wektora v (i do trajektorii ruchu).  

Jest to niezwykle wa na w a ciwo  ruchu jednostajnego po okr gu. Z tej prostopad o ci 

wynika, e planety nie spadaj  na S o ce a poruszaj  si , teoretycznie, ruchem wiecznym.  

Dlaczego? Wiemy, z definicji pracy, e jest ona równa iloczynowi przesuni cia i si y, 

która to przesuni cie powoduje, ale tylko wzd u  przesuni cia
9
. Je eli si a dzia a prostopadle 

do przesuni cia, a tak jest w ruchu po okr gu, to si a nie wykonuje pracy. Si a grawitacji, 

pe ni ca w ruchu planet rol  si y do rodkowej, jest prostopad a do ko owej trajektorii, wi c 

nie wykonuje pracy. Je eli nad planetami nie jest wykonywana praca, to z prawa zachowania 

energii wynika, e energia ruchu planet nie zmienia si . Ruch jest wieczny! 

9 Zob. np. Toru ski por cznik do fizyki. Gimnazjum klasa I. Wydawnictwo Naukowe UMK, 2010 str. 85. 

v

v

s

R

R

r

a) b) 
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Rys. 1.7. Pokonywanie zakr tów jest szczególnie niebezpieczne na motocyklach – du a masa kó  

powoduje, e efekt yroskopowy jest du y i dla skr tu trzeba pochyli  motocykl. a) ród em si y 

do rodkowej jest si a tarcia szosy o opon  (strza ka niebieska), jest ona niewi ksza ni  si a nacisku 

opon na szos  (a ta równa ci arowi motocyklisty i motocykla, strza ka czerwona); na motocyklist  

dzia a  te  si a od rodkowa bezw adno ci (jasnozielona) – suma tych dwóch si  wyznacza kierunek 

pochylenia motocykla; b) je li z powodu nadmiernej szybko ci si a do rodkowa przekroczy mo liw  

najwi ksz  warto  si y tarcia, motocykl ( yroskopowo) utrzymuje swój kierunek ruchu ale dla 

motocyklisty skutki s  bolesne! [ ród o: TV Italia 1] 

1.4. Ruch po okr gu – si a do rodkowa 

W poprzednim paragrafie pokazali my, e z ruchem po okr gu wi e si  przyspieszenie 

do rodkowe. Je eli takie przyspieszenie wyst puje, musi ono mie  swoj  przyczyn , czyli 

si . Si  powoduj c  ruch po okr gu nazywamy si  do rodkow . Co jest przyczyn  si y 

do rodkowej?  

    

Rys. 1.8. Si a do rodkowa jako przyczyna ruchu po okr gu. a) Na pochylonym torze rowerowym jest 

ni  nie tyle si a tarcia opon o tor (jak w wy cigach motocyklowych) co si a wypadkowa ( ó ta) b d ca 

sum  si y ci ko ci (czerwonej) i si y reakcji toru (niebieskiej); b) w przyspieszaczu elektronów (tzw. 

synchrotronie) ród em si y do rodkowej zakrzywiaj cej tor elektronów jest odpowiednio 

ukszta towane pole magnetyczne; nie ca y tor elektronów jest zakrzywiony – tylko tam, gdzie s  

magnesy [ ród o: RAI, DESY] 

Przyczyn si y do rodkowej mo e by  tyle, ile przyczyn si  „zwyk ych”. Dla kuli na ko cu 

sportowego „m ota” jest to si a, z któr  ci gnie t  kul  miotacz (rys. 1.10a), dla planet jest to 

si a grawitacji ze strony S o ca, dla motocykla i samochodu na zakr cie jest to si a tarcia (rys. 

1.7a), dla roweru na pochylonym torze jest to równie  sk adowa si y reakcji toru, (rys. 1.8a), 

dla cz stek elementarnych w centrum bada  j drowych CERN jest to pole magnetyczne 

a) b) 

a) b) 
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(rys.1.8b), dla elektronów w atomie jest to si a elektrostatyczna (rys. 1.10b).   Ile wynosi si a 

do rodkowa? Jest to bardzo proste, bior c pod uwag  II zasad  dynamiki Newtona: si a F jest 

proporcjonalna do przyspieszenia a i do masy m przyspieszanego cia a 

F = ma                                  (1.9) 

Podkre lamy, zgodnie z zapisem (1.9), e i si a i przyspieszenie s  wektorami, wi c 

kierunek si y jest taki sam jak przyspieszenia. Si a do rodkowa, powoduj ca ruch cia a po 

okr gu ma kierunek taki jak przyspieszenie poruszaj cego si  cia a, czyli do rodka okr gu. 

Powodem ruchu po okr gu jest wyst powanie si y do rodkowej.  

Je eli ruch ten jest jednostajny, si a do rodkowa jest jedyn  si  dzia aj c  na poruszaj ce 

si  (po okr gu) cia o.   

Bior c pod uwag  równanie  (1.6) na przyspieszenie do rodkowe z atwo ci  znajdujemy 

wyra enie na warto  si y do rodkowej 

R
mF

2v
   ,                                         (1.10) 

Si a do rodkowa jest proporcjonalna do masy cia a i do przyspieszenia do rodkowego. 

Poprzez przyspieszenie do rodkowe, równie  si a do rodkowa zale y od pr dko ci cia a i 

promienia okr gu.  

Podkre lamy, e si a do rodkowa musi by  zawsze „odpowiednia” do wymaganej 

trajektorii, tj. dla pr dko ci ruchu i promienia okr gu, zgodnie z równaniem (1.10). W 

odró nieniu od przyspieszenia do rodkowego, si a do rodkowa zale y te  od masy. 

Wyja nimy to dok adniej na kolejnych rysunkach. 

      

Rys. 1.9.  a) Warto  si y do rodkowej ( ó ta strza ka) zale y od przyspieszenia do rodkowego ale 

równie  od masy poruszaj cego si  cia a – dla kr cenia pi k  tenisow  nie potrzeba zawodowego 

atlety; b) dla siode ka karuzeli ród em si y do rodkowej ( ó ta strza ka) jest wypadkowa si y 

ci ko ci (czerwona strza ka) i naci gu liny (strza ka niebieska). 

Jak wida  z porównania fot. 1.9a  i 1.10a, je eli do zakr cenia ci k , elazn  kul  

potrzebny jest zawodowy atleta, to do zakr cenia pi ka tenisow  wystarczy uczennica 

gimnazjum: przy tej samej pr dko ci (liniowej) kuli i tym samym promieniu okr gu, wi kszej 

si y trzeba u y  do kr cenia wi ksz  mas .  Foto 1.10a pokazuje jeszcze jedn  zale no : 

miotacz dzia a si  na kul  ale i kula dzia a na miotacza si  reakcji, o tej samej warto ci ale 

przeciwnym zwrocie. Kula zatacza okr gi ale i miotacz równie  – mniejsze, bo ma wi ksz  

mas . 

a) b) 
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Fot. 1.10. Si a do rodkowa jako przyczyna ruchu po okr gu. a) Dla miotanej kuli w rzucie „m otem” 

ród em si y do rodkowej ( ó ta strza ka) jest miotacz; na miotacza dzia a si a reakcji (czerwona) o tej 

samej warto ci a przeciwnym zwrocie; masa miotacza jest wi ksza ni  kuli, wi c jego przyspieszenie 

do rodkowe jest mniejsze – miotacz zatacza mniejszy okr g ni  kula (aureola nad g ow ) ( ród o: 

National Geographic); b) dla (ujemnego) elektronu w atomie wodoru i (dodatniego) antyelektronu w 

antywodorze si  do rodkow  jest  przyci ganie elektrostatyczne od j dra: od dodatniego protonu w  

wodorze, a od ujemnego antyprotonu w antywodorze ( ród o: Il Nuovo Saggiatore]) 

Przyk ad 1.3 

Zakr t ma promie  50 metrów. Oblicz, jaka si a do rodkowa dzia a na samochód, je li 

pokonuje on ten zakr t z pr dko ci  v = 20 m/s (czyli 72 km/h) a jego masa wynosi m = 1000 

kg. Jaka si  dzia a na samochód ci arowy o masie M = 20 ton, poruszaj cy si  z pr dko ci  

V = 36 km/h ? 

Dane: 

R = 50 m   v = 20 m/s 

m = 1000 kg    V = 10 m/s 

M = 20 000 kg 

Si  do rodkow  obliczamy ze wzoru (1.10) 
R

m
F

2v
. 

Podstawiaj c warto  liczbowe otrzymujemy dla samochodu osobowego  

F = 1000·(20)
2
/50 = 8000 N 

Jest to bardzo du a si a, w porównaniu z si  ci ko ci (ci arem) samochodu, który 

wynosi 9810 N – samochód ryzykuje wypadni cie z szosy.  

Dla samochodu ci arowego  

F = 20 000·(10)
2
/50 = 40 000 N 

Jest to wi cej ni  si a do rodkowa dla wspomnianego samochodu osobowego, ale w po-

równaniu z ci arem samochodu ci arowego (196 200 N) stosunkowo mniej. 

Przyk ad 1.4 

Jaka jest najwi ksza pr dko , przy której na liskiej szosie nie wypadnie z niej samochód 

o masie 1000 kg, je li wspó czynnik tarcia wynosi f = 0,3 a promie  zakr tu wynosi 60 

metrów? Ile wynosi si a tarcia statycznego dzia aj ca na samochód? 

Dane: 

R = 60 m f  = 0,3 

m = 1000 kg 

Szukane: v? 

+

+
_

_

a) b) 
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Samochód nie wypadnie z szosy, o ile si a tarcia b dzie dostatecznie du a, aby 

powodowa  ruch po torze kolistym (tzn. o ile b dzie pe ni a rol  si y do rodkowej). 

Maksymalna si a T tarcia kó  o szos
10

 jest równa sile nacisku mg, gdzie g jest 

przyspieszeniem ziemskim, pomno onej przez wspó czynnik tarcia statycznego f. 

T = fmg = 0,3·1000·9,81 = 2980 N 

Si  do rodkow  obliczamy ze wzoru F = mv
2
/R 

Dla znalezienia maksymalnej pr dko ci przyrównujemy si  tarcia i si  do rodkow  

fmg = 
R

m 2v
 

Masa m wyst puj ca po obu stronach równania upraszcza si  i  po przekszta ceniach 

otrzymujemy  

v = ( fRg) 

Podstawiaj c warto ci liczbowe otrzymujemy  

v = (0,3·60·9.81) = 13 m/s 

Przeliczaj c t  pr dko  na kilometry na godzin  otrzymujemy  

v = 13 · 3600 /  1000 = 47,8 km/h 

W warunkach mokrej szosy samochód na pewno wypadnie z tego zakr tu, je li b dzie 

jecha  z pr dko ci  48 km/h lub wi ksz . Pr dko  ta nie zale y od masy samochodu a 

jedynie od wspó czynnika tarcia opon o szos  (czyli stanu opon i nawierzchni szosy). 

Nawet w warunkach idealnej szosy i najlepszych opon jak w Formule 1, tzn. zak adaj c 

wspó czynnik tarcia f = 1, samochód wypadnie z szosy, je li na tym zakr cie b dzie porusza  

si  z pr dko ci  24,3 m/s, czyli 87 km/h. Rozumiesz teraz, dlaczego nawet w Formule 1 

kierowcy bardzo zwalniaj  przed ostrymi zakr tami! Sprawd  obliczenia, je li nie wierzysz. 

   

 

Fot. 1.11. a) Na samochód na zakr cie dzia a si a do rodkowa (strza ka ó ta), spowodowana tarciem 

kó  o nawierzchni  – ród em tej si y jest szosa. Si a tarcia statycznego, zale y od ci aru samochodu 

(strza ka czerwona) oraz wspó czynnika tarcia f i „dostosowuje si ” do roli si y do rodkowej, 

przyjmuj c w zale no ci od przyspieszenia do rodkowego warto ci od 0 do fmg; tu za o yli my f=0,8; 

samochód wpada w po lizg, gdy si a tarcia staje si  zbyt ma a dla zadanej trajektorii i pr dko ci ruchu; 

b) zale no  si y do rodkowej od masy nie powinna wprowadza  w b d kierowców: i dla ci arówki 

i dla zabawkowego samochodu próba zbyt szybkiego pokonaniu zakr tu powoduje wypadni cie z 

szosy; stabilno  na zakr cie zale y od tego, czy si a tarcia (wi ksza dla ci szego samochodu) jest 

wystarczaj co du a w porównaniu z si  do rodkow ; si a tarcia jest zawsze mniejsza od ci aru mg. 

10 Rozwa amy dzia anie si y tarcia w kierunku poprzecznym do kierunku toczenia si  kó . W kierunku 

poprzecznym tarcie ma charakter statyczny – ko o nie lizga si  ani nie toczy. 

a) b) 

Fg=mg 

Fd=0.8mg 
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1.5. Ruch po okr gu – si a od rodkowa 

Na fot.1.10a zaznaczyli my, oprócz si y do rodkowej dzia aj cej na kul , równie  si  

dzia aj c  na miotacza. Wynika ona z III zasady dynamiki Newtona: je li cia o A dzia a na 

cia o B si  F to cia o B dzia a na cia o A si  o tej samej warto ci ale przeciwnie skierowan . 

Na miotacza dzia a si a o tej samej warto ci, z jak  miotacz utrzymuje kr c c  si  kul . Si  

tak  nazywamy si  od rodkow .  

Si  od rodkow  nazywamy si  dzia aj c  na punkt centralny obrotu.  

Si a ta jest si  reakcji ze strony poruszaj cego si  cia a na si  do rodkow .  

Si a od rodkowa dzia a np. na r k  uczennicy kr c cej pi k  na fot. 1.9a i na Ziemi , 

dooko a którego kr y Ksi yc. Z tego te  powodu, Ksi yc kr y dooko a Ziemi, ale i 

Ziemia, mimo e 80 razy ci sza od Ksi yca, te  wokó  niego nieco „ta czy”. 

Zadanie 1.4 (trudne) 

Spróbujmy obliczy , po jakim okr gu porusza si  g owa miotacza na fot. 1.10a, je eli kula 

porusza si  na okr gu promieniu 2 metrów 
11

.   

Wzór 
R

mF
2v

 nie jest wystarczaj cy do rozwi zania tego zagadnienia: pr dko  liniowa 

kuli i lampy na g owie miotacza s  ró ne. Identyczne pozostaj  ich pr dko ci k towe, tzn. k t, 

jaki zataczaj  w danej jednostce czasu. Zwi zek mi dzy pr dko ci  k tow   a pr dko ci  

liniow  jest nast puj cy
12

 

v = R                          (1.11) 

Zast puj c we wzorze (1.10) pr dko  liniow  przez pr dko  k tow  otrzymujemy 

alternatywny wzór na si  do rodkow  

RmF 2                           (1.12) 

Z równo ci si  i pr dko ci k towych mo emy wywnioskowa , e promienie orbit 

kr cych wokó  siebie dwóch cia  maj  si  do siebie jak odwrotno ci ich mas. Masa 

miotacza jest zapewne dziesi  razy wi ksza ni  masa kuli (7,2 kg), wi c ich orbity maj  si  

do siebie jak 1:10, co wida  na rys. 1.10a. Obserwacje cyklicznych cho  niewielkich zmian 

po o enia gwiazd s  jednym ze  sposobów na poszukiwania planet kr cych dooko a 

odleg ych s o c.   

Z powodu znacznej ró nicy mas protonu i elektronu, na rysunku 1.10b nie zaznaczamy, e 

proton równie  kr y, bo jego orbita ma promie  1/1837 razy mniejszy ni  orbita elektronu. 

W przypadku Ziemi i Ksi yca punkt, dooko a którego oba cia a niebieskie kr , znajduje 

si  1700 km pod powierzchni  Ziemi.   

1.6. Ruch po okr gu – si y bezw adno ci 

Przyczyn  ruchu po okr gu jest si a do- rodkowa. Jak to si  wi c dzieje, e pasa erowie w 

samochodzie pokonuj cym „na gazie” ostry zakr t czuj  si  wypychaj c  ich na zewn trz 

zakr tu? Odpowied  otrzymamy ponownie z III prawa dynamiki Newtona.  

11 Dok adniej rzecz bior c, nale y i dla kuli i dla miotacza znale  wspólny punkt, dooko a którego obaj wiruj  – 

kula na d u szym promieniu, a miotacz na krótszym. Tym punktem jest rodek masy miotacza i kuli razem 

wzi tych. 
12 Zob. np. Toru ski por cznik do fizyki. Gimnazum klasa I, Wyd. Naukowe UMK, 2010, str. 56. 
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Rozwa amy ruch po okr gu nie z punktu widzenia obserwatora zewn trznego, ale z 

punktu widzenia obserwatora, który si  po okr gu porusza, np. mrówki, która przez pomy k  

wesz a do pi ki, któr  kr ci Katarzyna (fot. 1.11). 

Fot. 1.12. Si a do rodkowa (Fd, ó ta) dzia aj ca na 

wiruj c  pi k  jest równa co do warto ci sile od rod-

kowej (czerwonej), dzia aj cej na r k  Kasi. Ziarnko 

piasku w pi ce naciska od wewn trz na ciank  pi ki 

(Fb, strza ka ró owa) – jest to si a od rodkowa 

bezw adno ci. Jest to si a reakcji wynikaj ca z III 

zasady dynamiki Newtona – to cianka pi ki naciska na 

ziarnko (strza ka zielona) tak, aby i ono podlega o 

przyspieszeniu do rodkowemu, razem z pi k . Si a 

od rodkowa bezw adno ci jest si  pozorn , zwi zan  z 

tym, e ca a pi ka podlega przyspieszeniu. 

Na mrówk  (lub ziarnko piasku) wewn trz pi ki dzia a si a do rodkowa, powoduj ca, e i 

mrówka porusza si  po okr gu, razem z ca  pi k . ród em tej si y jest wewn trzna cianka 

pi ki, zob. powi kszenie na fot. 1.12. Z III zasady dynamiki Newtona wynika, e mrówka te  

dzia a si  na pi k  – si  skierowan  od rodka osi obrotu. Jest to si a bezw adno ci i 

nazywamy j  si  od rodkow  bezw adno ci. Jest to si a pozorna, zwi zana z tym, e ca a 

pi ka w swym ruchu po okr gu ustawicznie przyspiesza ku rodkowi okr gu.  

Si a do rodkowa dzia aj ca na pi k  ze strony r ki Katarzyny, Fd na rys. 1.12, zale y od 

przyspieszenia do rodkowego a i masy pi ki M, zgodnie ze wzorem Fd = Ma. Si a 

od rodkowa bezw adno ci, która wciska mrówk  w ciank  pi ki zale y od przyspieszenia i 

od masy mrówki m, Fd = -ma. Znak minus w tym ostatnim wzorze ma przypomina , e 

mrówka ci nie w kierunku od- rodkowym.  

Si a od rodkow  bezw adno ci jest si  pozorn . 

To si a od rodkowa bezw adno ci wciska w fotel pasa erów samochodu pokonuj cego 

zakr t z du  pr dko ci . 

 

Fot. 1.13. Zakr ty, pozornie agodne, ale z ograniczeniem pr dko ci do 70 km/h okazuj  si  dla 

kierowców bardzo niebezpieczne. Przekroczenie szybko ci do 100 km/h podwaja ryzyko wypadni cia 

z zakr tu. Do wiadczony kierowca w warunkach deszczu zwolni do 50 km/h, co obni a dwukrotnie 

ryzyko wypadku; na tym zdj ciu ma y samochód zosta  wypchni ty z drogi przez pirata (foto MK) 

Na zako czenie, jeszcze raz o niebezpiecznych zakr tach drogowych. Pirat, który prze y  

wypadni cie z zakr tu gotów jest przysi c, e to „niewidzialna” si a wypchn a go z zakr tu. 

Ale to nie jest tak. Zabrak o, po prostu, si y do rodkowej. Innymi s owy, samochód pirata 

drogowego nie „wypada” z zakr tu – on zwyczajnie jedzie na wprost, zgodnie z I prawem 

dynamiki Newtona. Na samochód nie dzia aj  si y ze strony drogi, bo ko a straci y 

„przyczepno ”; samochód porusza si  ruchem jednostajnym prostoliniowym, a to tylko 

droga uciek a w bok! Warto uczy  si  praw fizyki. 

Fd=Ma

Fb= ma
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1.7. Ruch po okr gu i grawitacja 

Uzbrojeni w znajomo  si  dzia aj cych w ruchu po okr gu mo emy wróci  do modelu 

Kopernika z rys. 1.2. Jak to si  dzieje, e planety na dalszych orbitach poruszaj  si  wolniej? 

Wynika to z równowagi si : rol  si y do rodkowej w ruchu planet pe ni si a grawitacji. To 

by o chyba najwa niejsze spostrze enie Izaaka Newtona dla ca ej fizyki. Powtórzmy jego 

rozumowanie. 

Szukamy, jaki jest okres obiegu planety, znajduj cej si  w okre lonej odleg o ci od S o ca 

(np. Ziemia, R = 150 mln km). Za ó my, e znamy mas  S o ca (M = 2·10
30

 kg) 

Przyrównajmy wzór na si  do rodkow  (1.10) ze wzorem na si  oddzia ywania 

grawitacyjnego S o ce – Ziemia.  

2

2v

R

Mm
G

R
mF                           (1.13) 

gdzie przez m oznaczyli my mas  planety.  

Przekszta caj c powy sze równanie (upraszczaj c przez m/R) otrzymujemy  

R

M
G2v                           (1.14) 

Wynik ten jest bardzo ciekawy. Po pierwsze, im planeta dalej od S o ca (wi ksze R) tym 

porusza si  wolniej (jej pr dko  liniowa jest mniejsza). Po drugie, pr dko  ruchu planet nie 

zale y od ich masy, a jedynie od masy S o ca. 

Pr dko  poruszania si  planety w kosmosie jest trudna do zmierzenia; znacznie atwiej, 

za Kopernikiem, zmierzy  okres jej obiegu. Zale no  mi dzy okresem obiegu T a pr dko ci  

liniow  znajdziemy wiedz c, e w ci gu jednego okresu planeta zatacza pe ny okr g, czyli 

przebywa drog  2 R. Mamy wi c zale no    

TR v2                           (1.15) 

sk d otrzymujemy  

T

R2
v                            (1.16) 

Podstawiaj c t  zale no  do równania (1.14) dostajemy 

R

M
G

2

T

R2
                            (1.17) 

sk d po przekszta ceniach mamy  

2

2

3

4
T

M
GR                           (1.18) 

lub krócej             const
T

R
2

3

                          (1.19) 

Zapisali my powy sze prawo w specjalnej ramce, aby podkre li , e by o to jedno z 

najwa niejszych odkry  w historii astronomii. Równanie (1.17) mówi rzecz nast puj c . 

Kwadraty okresów obiegu planet dooko a S o ca maj  si  do siebie jak sze ciany ich 

odleg o ci od S o ca.  

T  zale no  nazywamy trzecim prawem Keplera.     
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Johannes Kepler (1571-1630) odkry  to prawo do wiadczalnie; dzi ki Newtonowi 

potrafimy je uzasadni  teoretycznie.  

Przyk ad 1.5 

Obliczmy, jak si  maj  do siebie okresy obiegu Ziemi i Saturna dooko a S o ca. Saturn ( ) 

znajduje si  od S o ca w odleg o ci Rh (w przybli eniu) dziesi  razy wi kszej ni  Ziemia13. Okres 

obiegu dooko a S o ca Th w jednostkach lat ziemskich obliczymy zapisuj c prawo (1.19) w postaci 

2

3

2

3

T

R

T

R

h

h                               (1.20) 

gdzie przyjmiemy odleg o  Ziemia – S o ce R =1 i okres obiegu (w latach) dla Ziemi T =1.  

St d mamy, podstawiaj c dok adn  warto  liczbow  Rh=9,54 

Rh
3 = Th

2 = 868 

czyli Th = 868 = 29,5 lata.  

Jest to wynik bardzo podobny do danych Kopernika, który podawa  okres obiegu Saturna na 30 

lat, zob. fot. 1.2. i odpowiadaj cy dok adnej warto ci, na stan z roku 2000.  

Przyk ad 1.6 

Obliczmy, z dok adno ci  do 3 cyfr znacz cych, ile wynosi obieg Ziemi dooko a S o ca. Masa 

S o ca wynosi w przybli eniu 2·1030 kg a odleg o  Ziemia – S o ce 150·109 m. 

Skorzystamy z przekszta conego wzoru (1.18) 

st d T w sekundach wynosi 316·106 s, a co zamienione na dni (przyjmuj c bardzo niedok adnie, e 

dzie  ma 24 godziny) daje 365,5 dnia. Wynik ca kiem dobry, bior c pod uwag  przyj te przybli enia 

sta ej grawitacji, masy S o ca i odleg o ci Ziemia – S o ce.  

Trzecie prawo Keplera stosuje si  nie tylko do uk adu S o ce – planety ale tak e do Ziemi 

i Ksi yca lub satelitów Jowisza
14

. W szczególno ci stosuje si  do sztucznych satelitów 

Ziemi. Mas  w równaniu (1.18) jest w tym przypadku masa Ziemi. Poszukajmy, w jakiej 

odleg o ci od rodka Ziemi nale y umie ci  na orbicie satelit , aby jego okres obiegu Ziemi 

wynosi  24 godziny. Innymi s owy, na jakiej wysoko ci lataj  satelity geostacjonarne
15

? 

Przyk ad 1.7 

Na jakiej wysoko ci od rodka Ziemi znajduj  si  satelity geostacjonarne? Przyj  mas  Ziemi 

M = 59·1023 kg a dob  jako 24 godziny16. 

Dane: M = 59·1023 kg 

T = 24h = 24·3600 s = 86400 s 

Skorzystamy z równania (1.18).       

St d otrzymujemy, za pomoc  kalkulatora, R = 4,2·107 km. 

13 Zob. dane w jakiejkolwiek encyklopedii astronomicznej (podajemy tzw. „pó o  wielk ”) 
14 Wi cej o satelitach Jowisza w rozdziale IV. 
15 Satelity geostacjonarne tzn. takie, które wida  z Ziemi zawsze w tym samym po o eniu niezale nie od tego,  

e Ziemia si  kr ci, s  np. satelity telewizyjne. Kr  one dooko a Ziemi w p aszczy nie równika.  
16 Jak wyja nimy w rozdziale IV, okres obrotu Ziemi wokó  w asnej osi jest o 4 minuty krótszy ni  24 godzin. 
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Satelity geostacjonarne (np. telewizyjne) lataj  w odleg o ci 42 tys. km od rodka Ziemia. 

Przyjmuj c, e promie  Ziemi to 6,3 tys. km, satelity geostacjonarne lataj  ok. 36 tys. km nad 

powierzchni  Ziemi. Dla porównania, satelita do pomiarów pola grawitacyjnego Ziemi 

(GOCE) lata na wysoko ci zaledwie 150 km nad powierzchni  Ziemi. 

Zadanie 1.7: Oblicz okres obiegu trzeciego z du ych satelitów Jowisza (Ganimedesa). Masa Jowisza 

wynosi 1900·1023 kg i odleg o  Ganimedesa od rodka Jowisza 1 mln km. Sta  grawitacji przyjmij 

G = 6,7·10-11 Nm2/kg2.  Porównaj wynik z warto ci  obserwowan  T = 7,1 dnia.  

1.8. Grawitacja – loty kosmiczne 

W 1865 r. francuski pisarz powie ci fantastyczno-naukowych, Juliusz Verne wyobra a  

sobie lot ludzi na Ksi yc w pocisku wystrzelonym z gigantycznej armaty
17

. Mimo, e w 

locie na Ksi yc (100 lat pó niej) u yto rakiety, fizycy rozwa aj  hipotetyczn  pr dko , jak  

nale a oby nada  pociskowi, aby móg  okr y  Ziemi , zob. rys. Kuby na ryc.1.14. 

Fot. 1.14. (a) Wyja nienie I i II pr dko ci kosmicznej: wystrzelony pocisk z armaty okr a Ziemi  - I 

pr dko  kosmiczna lub z Ziemi odlatuje oddalaj c si  w niesko czono  – II pr dko  kosmiczna 

(rys. Kuba Garbacz); (b) schemat „prawdziwego” lotu na Ksi yc, misji Apollo ( ród o: NASA) 

Problem 1.8 Jak  pr dko  nale y nada  pociskowi wystrzelonemu poziomo, aby okr y  

Ziemi ? 

Pocisk ma kr y  po orbicie kolistej dooko a Ziemi, niewiele nad jej powierzchni . 

Przyjmiemy jako promie  jego orbity promie  Ziemi, R = 6370 km. Rol  si y do rodkowej 

spe nia  ma si a grawitacji, obliczona ze wzoru  (1.1) dla odleg o ci R  

2R

Mm
GF     , 

gdzie tym razem M oznacza mas  Ziemi a m mas  pocisku. Si a grawitacji ma by  równa sile 

do rodkowej (równanie 1.10) 

R
m

R

Mm
G

2

2

v
 

Masa pocisku m upraszcza si  i otrzymujemy nast puj c  równo  

R

M
G2v                           (1.21) 

17 W podobny sposób mia  podró owa  bohater innej powie ci, z XVIII wieku, Baron Münchhausen.  

a) b) 
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a st d nast puj ce wyra enie na szukan  pr dko  

R

M
Gv                           (1.22) 

Podstawiaj c warto ci liczbowe, M = 59,7·10
23

 kg, G = 6,67·10
-11

 Nm
2
/kg

2
 i promie  

Ziemi 6,37·10
6
 m, otrzymujemy  

vI = 7,91·10
3
 m/s                          (1.23) 

T  pr dko  nazywamy pierwsz  pr dko ci  kosmiczn . 

Pierwsza pr dko  kosmiczna okre la, jak  pr dko  nale y nada  wystrzelonemu 

poziomo pociskowi, aby okr y  on Ziemi . 

I pr dko  kosmiczna (na Ziemi) wynosi vI = 7,91 km/s. 

Obliczenie (1.22) jest wa ne, sprawdzimy wi c poprawno  przeliczenia jednostek.  
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I pr dko  kosmiczna jest wielko ci  charakteryzuj c  pole grawitacyjne planety na jej 

powierzchni, nieco podobnie jak przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni, wzór (1.3). 

Jak na warunki ziemskie, pr dko  prawie 8 km/s wydaje si  ogromna. Jak na warunki 

kosmiczne nie jest ona taka zawrotna. Ziemia kr y dooko a S o ca z pr dko ci  30 km/s a 

ca a nasza Galaktyka pod a w kierunku gwiazdozbioru Panny z pr dko ci  oko o 400 km/s. 

Czy I pr dko  kosmiczna wystarczy, aby dolecie  na Ksi yc? Nie! Ale policzenie 

pr dko ci, jak  nale y nada  pociskowi, aby polecia  na Ksi yc, nie jest takie atwe. 

Wyprowadzenie to wymaga pewnych dodatkowych wzorów. Wzory te dotycz  pola 

grawitacyjnego, ale samo wyra enie (1.1) na si  oddzia ywania grawitacyjnego ju  nam nie 

wystarczy. Wyprowadzenie pr dko ci niezb dnej, aby wys a  pocisk z Ziemi w daleki 

kosmos, przedstawiamy w nast pnym paragrafie. 

Zadanie 1.9   

Oblicz pierwsz  pr dko  kosmiczn  dla Ksi yca. Przyjmij mas  Ksi yca jako 

M = 0,74·10
23

 kg i promie  Ksi yca R = 1,74·10
6
 m. Porównaj t  pr dko  z I pr dko ci  

kosmiczn  dla Ziemi.   

1.9. Energia w polu grawitacyjnym  

Pierwsza pr dko  kosmiczna jest wystarczaj ca dla okr enia Ziemi natomiast jest za 

ma a, aby z Ziemi dolecie  na Ksi yc lub Marsa. Pr dko  niezb dna do ucieczki z pola 

grawitacyjnego Ziemi nazywamy „drug  pr dko ci  kosmiczn ”. Dla jej obliczenia musimy 

wprowadzi  nowe poj cie – energii w polu grawitacyjnym.  

Poj cie energii potencjalnej w polu grawitacyjnym jest dobrze znane. Energi  nazywamy 

zdolno  cia a do wykonania pracy. Cia o podniesione na pewn  wysoko  i spuszczone 

swobodnie mo e wykona  prac . Przyk adowo, m otek spuszczony z pewnej wysoko ci wbija 

gwó d , kafar wbija pal, spadaj cy wazon rozbija si  na kawa ki itd. 

Równie  dobrze znany jest wzór na energi  potencjaln  E w polu grawitacyjnym Ziemi 

E = mgh                                       (1.24) 
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gdzie m jest mas  cia a, g – przyspieszeniem grawitacyjnym na powierzchni Ziemi (por. wzór 

1.3) a h – wysoko ci , na jak  zosta o podniesione cia o.  

Niestety, wzoru tego nie mo emy stosowa , kiedy rozwa amy zmiany energii na du ych 

odleg o ciach. Wówczas odleg o  od rodka Ziemi R we wzorze (1.3) zmienia si  znacznie, i 

wzór (1.24) dawa by warto ci b dne. 

Aby wydedukowa  alternatywne wyra enie na energi  potencjaln , wa ne równie  dla 

du ych zmian odleg o ci od Ziemi przypomnijmy, e zmiana energii E cia a jest równa, z 

definicji, pracy W wykonanej nad cia em. Wzrost energii kinetycznej wystrzelonego pocisku 

równy jest pracy wykonanej nad pociskiem przez rozpr aj ce si  gazy w lufie armaty.  

E = W                           (1.25)  

Poprawny, dla ka dej odleg o ci, wzór na energi  potencjaln  w polu grawitacyjnym 

wyprowadzimy na podstawie rozwa a  o wykonanej pracy. Jak  prac  nale y wykona , aby 

przenie  pocisk z punktu na powierzchni Ziemi, tj. z odleg o ci od rodka Ziemi 

R1 = 6370 km na odleg o  niesko czon , R2 = ? 

Przypominamy definicj  pracy  

W= F· s                            (1.26)  

gdzie F jest dzia aj c  si  a s przesuni ciem, na jakim dzia a a ta si a.  

Si a w polu grawitacyjnym wyra a si  dobrze ju  nam znanym wzorem  

2r

Mm
GF  

Mno c t  si  przez przesuni cie R = R2 – R1 uzyskaliby my jakie  wyra enie, które 

mia oby wymiar GMm/R.
18

 Jeszcze jedna trudno  koncepcyjna wynika z faktu, e 

przesuwaj c cia a z R1 do niesko czono ci si a grawitacji zmienia si  od pewnej sko czonej 

warto ci dla R1 do zera dla R2 = . Nie mo emy wi c uwa a  tej si y za sta .  

Prawid owe wyra enie na prac  w polu grawitacyjnym niezb dn  do przeniesienia cia a o 

masie m w polu grawitacyjnym cia a o masie M (i na odwrót) z pocz tkowej odleg o ci 

mi dzy cia ami R1 do ko cowej odleg o ci R2 przedstawia wzór  

21

21

11

RR
GMmW                             (1.27) 

Wzór (1.27) jest kluczem do znalezienia II pr dko ci kosmicznej. Wys anie pocisku w 

daleki kosmos oznacza wykonanie pracy na dystansie od R1= 6370 km do R2 = . Praca ta 

wynosi  

1

1
R

GMm
W                              (1.28) 

Praca ta dostarcza pociskowi energii kinetycznej. Zachodzi wi c równo  

2

v2

1

m

R

GMm
                          (1.29) 

sk d otrzymujemy poszukiwan  warto  II pr dko ci kosmicznej 

18 Rozwa ania tu przedstawione maj  charakter jedynie jako ciowy. Prawid owe wyprowadzenie wzoru na 

energi  potencjaln  w polu grawitacyjnym nie jest trudne, ale wymaga rachunku ca kowego. 
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R

GM2
v                            (1.30) 

Wstawiaj c warto ci liczbowe na mas  Ziemi i promie  Ziemi otrzymujemy warto   

vII = 11,2·10
3
 m/s                          (1.31) 

Zauwa my, e mimo zupe nie innego rozumowania przy wyprowadzaniu pierwszej i 

drugiej pr dko ci kosmicznej, uzyskane warto ci ró ni  si  tylko o czynnik 2. Zwi zek ten 

jest, oczywi cie, wa ny dla wszystkich planet i innych cia . Dla Ksi yca pr dko  ucieczki 

statku kosmicznego wynosi vII = 2,38 km/s. 

Druga pr dko  kosmiczna okre la, z jak  pr dko  nale y wystrzeli  pocisk, aby 

opu ci  on Ziemi  na zawsze. 

II pr dko  kosmiczna (na Ziemi) wynosi vI = 11,2 km/s. 

W dobie lotów kosmicznych sposoby na uniesienie si  z Ziemi wykorzystuj  wiele 

„trików” technicznych. Rakieta startuj ca z Ziemi na Ksi yc by a ogromna, o wysoko ci 110 

metrów i o masie startowej 3 tys. ton. Musia a ona wynie  na orbit  dooko a Ksi yca 

l downik i modu  powrotny, który „parkowa ” na orbicie dooko a Ksi yca. Z samego 

Ksi yca startowa  ju  niewielki l downik, o masie 4,7 tony, z czego 2,5 tony stanowi o 

paliwo niezb dne do dotarcia do modu u kr cego na orbicie parkingowej.  

Dzi  wi c I i II pr dko  kosmiczna maj  bardziej znaczenie poznawcze ni  praktyczne: 

pierwsz  z nich obliczamy z równo ci si y grawitacji i si y do rodkowej na orbicie o 

promieniu równym promieniowi Ziemi, drug  – z pracy niezb dnej do wyniesienia 

okre lonego cia a z odleg o ci równej promieniowi Ziemi do niesko czono ci.  

   

Fot. 1.15. II pr dko  kosmiczna dla Ziemi wynosi 11,2 km/s natomiast dla Ksi yca tylko 2,38 km/s. 

Wystartowanie w kosmos z Ksi yca jest wi c o wiele atwiejsze ni  z Ziemi; a) Rakieta Saturn 

startuj ca z Ziemi mia a wysoko  110 m i mas  na starcie 3 tys. ton; b) l downik ksi ycowy mia  

wysoko   nieca e 10 metrów ( cznie z apami) i mas  startow  4,7 tony19 ( ród o: NASA) 

19 Zob. materia y filmowe NASA nt. startu l downika Apollo 17 z Ksi yca na stronie ZDF UMK. 

a) 

b) 
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Wyra enie (1.28) jest natomiast niezwykle wa ne: wskazuje ono, jak obliczy  energi  

potencjaln  E cia a w polu grawitacyjnym Ziemi, w odleg o ci R od jej rodka a  

niekoniecznie przy jej powierzchni. Energia ta wynosi 

R

GMm
RE )(        (1.32) 

Energia potencjalna cia a znajduj cego si  w polu grawitacyjnym jest ujemna. Wynosi ona 

zero w niesko czono ci, ale aby wynie  cia o do niesko czonej odleg o ci, trzeba nad nim 

wykona  prac . Je li nad cia em wykonali my prac , to jego energia wzros a.  

W yciu codziennym ujemny znak energii potencjalnej w polu grawitacyjnym nie ma dla 

nas wi kszego znaczenia. I tak interesuj  nas wzgl dne zmiany energii. Zreszt , wzór (1.32) 

nie jest w sprzeczno ci ze wzorem stosowanym na co dzie  do oblicze  energii potencjalnej, 

tj. (1.24). We wzorze E = mgh energia ro nie ze wzrostem wysoko ci h, we wzorze (1.32) 

energia równie  ro nie, je li R2>R1. Rzeczywi cie, ró nica E(R2) – E(R1) obliczona wed ug 

wzoru (1.32) jest dodatnia, czyli E(R2) > E(R1). 

0
11

)()(
12

12
RR

GMmRERE    (1.33) 

Wzór (1.32) na energi  w (przyci gaj cym) polu grawitacyjnym b dzie nam natomiast 

bardzo, bardzo przydatny przy modelowaniu atomu wodoru w nast pnym rozdziale.  

 

Pytania (wed ug podstawy programowej MEN): 

1. Jaka jest interpretacja I pr dko ci kosmicznej? Oblicz j . 

2. Oblicz okres obiegu Wenus dooko a S o ca. Odleg o  Wenus od S o ca i mas  S o ca 

znajdziesz w tabeli 4.1 w rozdziale IV. 

3. Oblicz, z jak  pr dko ci  musi lata  satelita do pomiarów kszta tu kuli ziemskiej 

(„GOCE”), je li jego orbita jest zaledwie 150 km na powierzchni  Ziemi. 

4. (rozszerzone) Jaka jest interpretacja II pr dko ci kosmicznej? Oblicz j . 

5. Oblicz drug  pr dko  kosmiczn  dla Marsa. Dane Marsa znajdziesz w tabeli 4.1. 

6. (trudne) Oblicz, w jednostkach przyspieszenia ziemskiego g, jakie jest przyspieszenie 

do rodkowe (tzn. w kierunku Ziemi) Ksi yca, rys. 1.1. Przyjmij odleg o  Kuby od 

rodka Ziemi 6 tys. km, przyspieszenie Kuby równe g a odleg o  rodka Ksi yca od 

rodka Ziemi jako 380 tys. km. Wynik podaj w przybli eniu u amka prostego. (Skorzystaj 

umiej tnie ze wzoru 1.3.) 
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Rozdzia  II. Fizyka atomowa i cz steczkowa 

2.1. Dwie rewolucje: maszyny cieplne i elektryczno  

Dzi ki fizyce dokona y si  co najmniej dwie rewolucje w historii ludzko ci. Pierwsza z 

nich, nazwiemy j  lokomocyjn , w po owie XIX wieku. Jeszcze w 1825 roku, Adam 

Mickiewicz podró owa  przez stepy Ukrainy powozem, aby nast pnie wsi  w Odessie na 

statek aglowy.  

„-Wp yn em na suchego przestwór oceanu, wóz si  nurza w zielono  i jak ódka brodzi”. 

Czterdzie ci lat pó niej pisa  rosyjski poeta Niko aj A. Niekrasow
1
: 

„-Lec c po piesznie po torze elaznym, 

Obmy lam pie ni pochwalne.”   

Dzi , mi dzy Sankt Petersburgiem a Moskw  poci gi mkn  z pr dko ci  220 km/h. 

Podstaw rewolucji transportowej mo na si  dopatrywa  w po owie XVIII wieku. Wtedy 

to, w 1763 roku, James Watt
2
 zbudowa  pierwsz  maszyn  zamieniaj c  energi  gor cej pary 

wodnej na energi  nap dzaj c  maszyny przemys owe. Min o ponad pó  wieku, zanim 

maszyny parowe sta y si  na tyle ”zgrabne”, aby móc nap dza  lokomotyw  kolejow
3
. W 

1829 roku G. Stephenson nazwa  swoj  lokomotyw  „Rakieta”; osi ga a ona „zawrotn ” 

pr dko  50 km/h. Nie by oby pot gi Stanów Zjednoczonych, gdyby nie budowana z wielkim 

trudem linia kolejowa mi dzy wschodnim a zachodnim wybrze em.  

   

Fot. 2.1. Wykorzystanie maszyny parowej: a) samochód stra acki na par  z 1879 roku, „powerhouse” 

Museum w Sydney; b) lokomotywy parowe z pocz tku XX wieku, Muzeum Nauki i Techniki  

w Mediolanie (Foto MK)  

Wiek XIX zako czy  si  zbudowaniem pierwszych silników samochodowych, 

benzynowego przez Augusta Otto w 1863 roku i na olej nap dowy przez Rudolfa Diesla w 

1897 roku. Silnik benzynowy pozwoli  braciom Orville i Wilbur Wright, konstruktorom 

rowerów, na wzniesienie si  w powietrze za pomoc  samolotu (17 grudnia 1903 r).  

 

1 Bystro leczu ja po relsom, uczgunnym, dumaju dumu swojú, t umaczenie dowolne GK 
2 Od jego nazwiska mamy jednostk  fizyczn  mocy. W watach mierzymy moc czajnika (500 W), grzejnika 

pralki (3 kW), moc silnika samochodu (setki kilowatów), statku eglugi przybrze nej (foto 1.2) i moc nadawcz  

komórki (wed ug norm technicznych do 10 W). 
3 29 IX 1825 – otwarcie pierwszej kolei ze Stockton do Darlington (40 km). Warszawa uzyska a po czenie 

kolejowe z Wiedniem w 1848 r. ród o: materia y historyczne PKP http://www.pkp.pl/node/170 

a) b) 


