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gdzie sta  Rydberga zast pili my zgodnie ze wzorem (2.34). Pr dko  elektronu na pierwszej 

orbicie Bohra wynosi oko o 2180 km/s, 200 razy wi cej ni  pr dko  rakiety w locie na 

Ksi yc i w przybli eniu 1/137 pr dko ci wiat a. 

Pytania 

1. Jak zmienia si  energia z numerem orbity w modelu Bohra? 

2.  Jak zmienia si  promie  orbity w modelu Bohra dla ró nych n? 

3. Ile wynosi (w eV) sta a Rydberga? 

4. Jakim przeskokom elektronów odpowiada seria Balmera? 

5. Ile wynosi promie  pierwszej orbity Bohra? 

2.7. Dualizm falowo-korpuskularny 

wiat o, które ulega ugi ciu np. na siatce dyfrakcyjnej musi by  fal . Widzimy to bardzo 

dobrze w dobie laserów. Przedmioty jednolitego koloru, np. bia a ciana, o wietlone wiat em 

lasera wydaj  si  „pstrokate”, tzn. pojawiaj  si  na nich ja niejsze i ciemniejsze miejsca. 

Dzieje si  tak, gdy  nat enie fal pochodz cych od dwóch lub wi cej róde  sumuje si  lub 

odejmuje, w zale no ci czy do okre lonego punktu w okre lonym momencie docieraj  dwa 

maksima czy minimum i maksimum fali. Mówimy o zjawisku interferencji. Interferencja 

dwóch fal: padaj cej i odbitej jest powodem powstawania kolorów w ba kach mydlanych.  

Na przeszkodach, jak ko ek w jeziorze, fala ugina si  i zmienia kierunek rozchodzenia si . 

Mówimy o zjawisku dyfrakcji
35

. Zjawisko ugi cia wiat a na mini- epku szpilki pokazujemy 

na fot. 2.24. 

   

Fot. 2.24. Ugi cie wi zki wiat a z lasera na epku szpilki (foto KS, AK) i fal na wodzie (foto MK) 

Lasery pozwalaj  nam bez trudu zaobserwowa  natur  falow  wiat a.  Ba! w laserowej 

rurze (lub mini-strukturze w pó przewodniku) wiat o propaguj ce w lewo i w prawo równie  

nak ada si , tworz c fal  stoj c .    

Hipoteza Plancka, odkrycie efektu fotoelektrycznego i jego wyja nienie przez A. Einsteina 

za pomoc  poj cia fotonów zwróci y uwag , e wiat o mo e by  równie  traktowane jako 

cz stki, tak jak to uwa a  I. Newton. A mo e wi c i elektron jest (a raczej zachowuje si ) jak 

fala? Pierwszym, przypuszczalnie do wiadczeniem pokazuj cym, e elektron zachowuje si  

jak fala, by y pomiary przeprowadzone w 1920 roku przez Carla Ramsauera na Politechnice 

35 Tak w a nie dzia a siatka dyfrakcyjna: ka da z rys ugina fal  a okre lony kolor tworzy jasn  plamk  tylko tam, 

gdzie poszczególne fale ugi te sumuj  si .  
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w Gda sku. Badaj c przechodzenie elektronów o niskich energiach (do kilku eV) przez gazy 

szlachetne, jak hel, neon, argon zauwa y  on, e „przezroczysto ” argonu maleje wraz ze 

zmniejszaniem si  energii elektronów poni ej 1 eV, zob. rys. 2.25.  

 
Rys 2.25.  Ca kowite przekroje czynne na rozpraszanie elektronów w gazach szlachetnych (analizy36 i 

pomiary autora na Politechnice Gda skiej); w helu przekrój czynny maleje ze wzrostem energii 

elektronów, tak jak si  tego mo na spodziewa  z fizyki klasycznej; w argonie oko o energii 0,3-0,5 eV 

(i kryptonie oko o 0.7-0.8 eV) przekrój czynny ma g bokie minimum - gaz staje si  dla elektronów 

przezroczysty; efekt ten, odkryty na Politechnice w Gda sku przez C. Ramsauera ma zasadnicze 

znaczenie dla kwantowego obrazu wiata. 

By  to wynik zaskakuj cy. Je eli traktowa  elektrony jako cz stki, to prawdo-

podobie stwo ich transmisji przez okre lon  grubo  warstwy gazu powinna rosn  wraz ze 

wzrostem energii, tak jak kula karabinowa przechodzi przez grubsz  warstw  materia u je eli 

jej energia ro nie. Tymczasem argon stawa  si  prawie zupe nie przezroczysty dla elektronów 

dla energii oko o 0.3 eV. To tak jakby czarownica przesz a przez tward  cian . 

To, e o rodki materialne staj  si  przezroczyste jest domen  fal. Szk o (czyli tlenek 

krzemu) jest przezroczyste dla fal elektromagnetycznych w zakresie widzialnym, ale staje si  

nieprzezroczyste dla wiat a podczerwonego
37

. Zupe nie inaczej zachowuje si  krzem. Jest on 

nieprzezroczysty dla wiat a widzialnego (szary, metaliczny, zob. fot. 2.26), a przezroczysty 

dla podczerwieni. Dzi ki temu nie grzej  si  uk ady pó przewodnikowe w komputerze lub 

telefonie komórkowym – cz  ciep a ucieka w postaci promieniowania podczerwonego.   

36
G. Karwasz, Rozprawa habilitacyjna, UMK, 1997. 

37 St d efekt szklarni: energia wiat a widzialnego trafia do szklarni natomiast wiat o podczerwone ze szklarni 

nie mo e wyj ; temperatura w szklarni w dzie  i nawet przy braku s o ca jest wy sza ni  na zewn trz. 
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Fot. 2.26. Krzem, szary i po yskuj cy metalicznie, jest nieprzezroczysty w wietle widzialnym. 

Je eli argon staje si  przezroczysty dla elektronów o niskich energiach, to musz  si  one 

zachowywa  jak fala. Nie wiadomo, czy Luis de Broglie, historyk z wykszta cenia, pisz cy w 

1921 roku  prac  doktorsk  z fizyki zna  wynik Ramsauera. Faktem jest, e ten m ody 

wówczas arystokrata sformu owa  mia  hipotez : elektronom mo na przypisa  okre lon  

d ugo  fali. Oto zarys rozumowania, które pozwala przypisa  d ugo  fali lec cym z 

okre lon  pr dko ci  elektronom [nieobowi zkowe]. 

 
Ze szczególnej teorii wzgl dno ci Einsteina znamy zwi zek mi dzy mas  a energi  dowolnego 

obiektu 

2mcE                   (2.40) 

gdzie m jest mas  cia a a c pr dko ci  wiat a. 

Z drugiej strony wiemy, e energi  fotonów mo emy wyznaczy  z hipotezy Plancka jak  

hvE                               (2.41) 

Fotony, formalnie nie maj  masy w spoczynku, ale mo na im przypisa  p d. P d fotonu to 

 mcp                               (2.42) 

Mo emy wi c zapisa , e        

c

hv

c

E
p                              (2.43) 

Z kolei mi dzy cz stotliwo ci  a d ugo ci  fali zachodzi zwi zek  
v

c
. Sk d równanie 2.42 

przyjmuje posta  

h
p

        
 

Jest to bardzo wa ny wzór, nie tylko dla wiat a. 

Elektron o masie m poruszaj cy si  z pr dko ci  v niesie p d: 

p = mv                             (2.45) 

Je eli przyrównamy wyra enie 2.43 i 2.44 otrzymujemy  

mv 
h

                             (2.46) 

st d  

(2.44) 
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 = 
vm

h
                           (2.47) 

Przypomnijmy postulat Bohra dla momentu p du, równanie (2.26)  

mvr = n 
2

h
                          (2.48) 

i przekszta caj c zapiszmy go jako    

2 r = n 
vm

h
                          (2.49)  

a korzystaj c z 2.47 dostajemy kolejny bardzo wa ny wzór, równowa ny postulatowi Bohra 

 2 r = n           

Lewa strona równania jest obwodem n-tej orbity, a  jest d ugo ci  fali elektronu na tej 

orbicie.  

Zapami tajmy ten wynik:  

W atomie Bohra tylko takie orbity s  dozwolone, na których mie ci si  (ca kowita) 

wielokrotno  fali de Broglie’a elektronu. 

Potraktowanie elektronu jako fali de Broglie’a pozwoli o nam wyja ni  nie do ko ca 

zrozumia y II postulat Bohra. Fal  elektronu na orbicie stacjonarnej (i nieistniej cej niestacjo-

narnej) przedstawiamy na rys. 2.27. 

 

 
 

Rys. 2.27. Fala de Broglie’a na stacjonarnej i niestacjonarnej (a przez to nieistniej cej) orbicie 

Bohra w atomie wodoru. 

Je eli elektron jest fal , to powinni my obserwowa  efekty falowe w jego ruchu, czyli np. 

interferencj . W do wiadczeniu elektrony emitowane z arzonej katody rozdzielaj  si  na 

dwie wi zki, przechodz  przez ograniczaj ce je szczeliny i ponownie spotykaj  si  na 

ekranie. Do wiadczenie dla elektronów nie jest trudne, mo na je, z odpowiednim 

wyposa eniem, przeprowadzi  w szkole. Im wi ksza masa cz stki, tym trudniej zobaczy  

obraz interferencyjny. Przeprowadzono takie do wiadczenie z jonami helu a dopiero zupe nie 

niedawno (w maju 2012) z du ymi cz steczkami organicznymi, ftalocyjaniny.  

(2.50) 

   Stan stacjonarny   Stan niestacjonarny 
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Rys. 2.28. a) Schemat uk adu do obserwacji interferencja elektronów (lub atomów) pochodz cych z 

dwóch pozornych róde  elektronów; b) pr ki obserwowane w interferencji drobin ftalocyjaniny 

(Uniwersytet w Wiedniu, 2012, na zdj ciu ok adka czasopisma „Nature”)  

Jak wida  ze zdj cia 2.28, na ekranie pojawiaj  si  jasne i ciemne pr ki, jak w 

do wiadczaniu z interferencj  wiat a (historycznie, w do wiadczeniu Younga z 1805 r.). 

Dziwne pozostaje, e nawet gdy elektrony (lub jony) przechodz  przez jedn  lub drug  

szczelin  nie w postaci wi zki, ale pojedynczych cz stek, obraz na ekranie jest obrazem 

interferencyjnym. To tak, jakby kolejny elektron (atom) „wiedzia ”, przez któr  szczelin  

przeszed  poprzedni tak, aby powsta  obraz interferencyjny. Powrócimy do tego zagadnienia. 

Zadanie 1 

Znale  d ugo  fali de Broglie’a pi ki ping-pongowej (masa m =10 g) lec cej z pr dko ci  

v = 108 km/h. 

Dane 

m = 0,01 kg 

v = 30 m/s 

h = 6,67 10
-34

 J s 

Szukane:  

Korzystamy ze wzoru  

 = h/mv
       

Podstawiaj c dane liczbowe dostajemy  = 
34

34

1020
3001,0

106,67
 m         

Poniewa  pi eczka ping-pongowa ma rozmiary kilku centymetrów, fala de Broglie’a ró ni 

si  o kilkadziesi t rz dów wielko ci od tych rozmiarów. Pi k  ping-pongow  te  mo na 

opisa  za pomoc  fali de Broglie’a, ale ma ona tak krótk  d ugo , e zatraca sens fizyczny. 

Dopiero w wiecie obiektów bardzo lekkich (jak elektron o masie m = 9,1 10
-31

 kg) i ma ych 

(tzw. klasyczny promie  elektronu wynosi 10
-15 

m) fala de Broglie’a staje si  porównywalna z 

rozmiarami obiektów.  

Zadanie 2 

Oblicz, ile wynosi d ugo  fali de Broglie’a elektronu o energii 0,3 · 1,6 ·10
-19

J (czyli 0,3 eV). 

Masa elektronu wynosi m = 9,1·10
-31

kg. 

Dane: 

E = 0,48·10
-19 

J 

ród o 

elektronów 

Pozorne ród a 

elektronów 

Elektroda dodatnia w rodku 

B ona 

fotograficzna
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m = 9,1·10
-31 

kg  

Obliczy :  

Rozwi zanie: 

Obliczmy p d elektronu, korzystaj c z energii. 

Energia kinetyczna wyra a si  wzorem:            E = 
2

1
mv

2
 

Je eli pomno ymy obie strony tego równania przez 2m to uzyskamy: 

 

2mE = m
2
v

2
 = p

2 

 

P d elektronu wynosi wi c  p = mE2  

Korzystaj c z jednostek SI otrzymujemy  p = 2,96 ·10
-25

 [ kg
s

m
] 

D ugo  fali de Broglie’a wynosi   = h/mv =  2,24 ·10
-9  

[m]           

Jak wida , d ugo  fali jest tego samego rz du co „rozmiary” atomu argonu. Efekt 

Ramsauera mo emy wi c uzna , w przybli eniu, za skutek interferencji elektronu, samego ze 

sob , wewn trz atomu argonu. I do tego zagadnienia jeszcze wrócimy. 

2.8. Równanie Schrödingera i zasada Heisenberga 

W 1926 roku fizyka znalaz a si  w do  dziwnej sytuacji – okaza o si , e elektron jest 

fal , ale nieznane by o równanie opisuj ce tak  fal . Dok adnie na odwrót ni  to by o z falami 

Maxwella – gdzie najpierw pojawi o si  równanie a dopiero pó niej wywnioskowano o 

istnieniu fal.  

Odmienno  równania opisuj cego ruch elektronu od równania opisuj cego fal  

elektromagnetyczn  polega na tym, e pr dko  rozchodzenia si  fal elektromagnetycznych w 

pró ni nie zale y od ich d ugo ci
38

, natomiast elektrony mog  si  rozchodzi  z dowolnymi 

pr dko ciami.  

Równanie takie zaproponowa  w 1926 roku Erwin Schrödinger. Podajemy je poni ej, ale 

nie b dziemy zag bia  si  w szczegó owy opis tego równania. 

Ĥ (r,t) =i
t

 (r,t)                         (2.51) 

Interpretacja równania Schrödingera jest podobna jak innych równa  opisuj cych fale. W 

równaniu fali akustycznej, kwadrat amplitudy fali opisuje nat enie d wi ku (moc fali); w 

równaniu fali elektromagnetycznej kwadrat amplitudy fali (np. pola elektrycznego) opisuje 

moc padaj cego wiat a. W równaniu Schrödingera kwadrat amplitudy fali okre la 

prawdopodobie stwo znalezienia elektronu w okre lonym miejscu i w okre lonym czasie.  

Zwracamy uwag , e powy sza interpretacja jest dok adnie taka jak stwierdzili my
39

. 

B dem by oby stwierdzenie „Równanie Schrödingera opisuje elektron” lub „Równanie 

Schrödingera opisuje ruch elektronu” – s  to tzw. „skróty my lowe”.  

38 Przypominamy, e w  innych o rodkach ni  pró nia, np. w wodzie, pr dko  rozchodzenia si  fali 

elektromagnetycznej zale y od d ugo ci fali, czyli koloru wiat a. Bez tej zale no ci nie by oby t czy.  
39 Zaznaczmy jednak, e zagadnieniom interpretacji mechaniki kwantowej po wi canych jest tysi ce artyku ów 

naukowych ka dego roku.  
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